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Тақырып: Арифметикалық орта мен геометриялық орта арасындағы 

теңсіздік.  

Кез келген 𝑎, 𝑏 ≥ 0 сандары үшін  

𝑎+𝑏

2
≥ √𝑎𝑏     (𝐴𝑀 − 𝐺𝑀)  теңсіздігі орындалады. 

Есептер: 

1. Кез келген 𝑥 ≥ 0 үшін 

1 + 𝑥 ≥ 2√𝑥      
теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңіз. 

 

2. 𝑥, 𝑦 ∊ ℝ+ үшін 

2(𝑥2 + 𝑦2) ≥ (𝑥 + 𝑦)2 

теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңіз. 

3. Егер 𝑎, 𝑏 > 0 болса, 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
≥ 2 орындалады. 

4. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∊ ℝ үшін 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 

теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңіз. 

5. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∊ ℝ үшін 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≥ 𝑥√𝑦2 + 𝑧2 + 𝑦√𝑥2 + 𝑧2 

теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңіз. 

 

 

𝐴𝑀 − 𝐺𝑀 теңсіздігін көбірек сандарға да қолдануға болады. Мысалы 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0 сандары үшін 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

4
≥ √𝑎𝑏𝑐𝑑

4
 

теңсіздігі орындалады. 

 

Есептер:  

6. 𝑥, 𝑦 ∊ ℝ үшін 

𝑥4 + 𝑦4 + 8 ≥ 8𝑥𝑦 

 орындалады. 

7. 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∊ ℝ+ үшін 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) (
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
+

1

𝑑
) ≥ 16 

орындалады. 
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Теорема:  (𝑨𝑴 − 𝑮𝑴 теңсіздігі). 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 оң сандары үшін 

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛

𝑛  

               теңсіздігі орындалады. 

 

Есептер:  

8. 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 үшін, 𝑥(1 − 𝑥3) өрнегінің ең үлкен мәнін табыңыз. 

9. Егер 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 және (1 + 𝑎)(1 + 𝑏)(1 + 𝑐) = 8 болса, 𝑎𝑏𝑐 ≤ 1 

теңсіздігі орындалады. 

:: 

10. Егер 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 және 𝑎𝑏𝑐 = 1 болса, 

 
1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑎
+

1 + 𝑏𝑐

1 + 𝑏
+

1 + 𝑎𝑐

1 + 𝑐
≥ 3. 

11. 
1

1+𝑥1
+ ⋯ +

1

1+𝑥𝑛
= 1 болатындай 𝑥1, … , 𝑥𝑛 оң сандары берілген. 

𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 ≥ (𝑛 − 1)𝑛 

               болатынын дәлелдеңіз. 

12. 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 болатын, 𝑎, 𝑏, 𝑐 оң сандары үшін  

(
1

𝑎
− 1) (

1

𝑏
− 1) (

1

𝑐
− 1) ≥ 8 

теңсіздігі орындалады. 

13. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0 cандары үшін 

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2

3
≥ 𝑥√𝑦𝑧 + 𝑦√𝑧𝑥 + 𝑧√𝑥𝑦 

                 теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңіз. 
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Үй жұмысы 

1. 𝑥 > 0 саны үшін 𝑥 +
1

𝑥
≥ 2 орындалатынын дәлелдеңіз. 

2. 𝑥, 𝑦 ∊ ℝ+ үшін 
1

𝑥
+

1

𝑦
≥

4

𝑥+𝑦
 орындалатынын дәлелдеңіз. 

3. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∊ ℝ+ үшін (𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑧 + 𝑥) ≥ 8𝑥𝑦𝑧 орындалатынын 

дәлелдеңіз. 

4. 𝑥, 𝑦 ∊ ℝ үшін 𝑥2 + 𝑦2 + 1 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 орындалатынын дәлелдеңіз. 

5. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∊ ℝ+ үшін  
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
≥

1

√𝑥𝑦
+

1

√𝑦𝑧
+

1

√𝑧𝑥
 орындалатынын 

дәлелдеңіз. 

6. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∊ ℝ+ үшін  
𝑥𝑦

𝑧
+

𝑦𝑧

𝑥
+

𝑧𝑥

𝑦
≥ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 орындалатынын дәлелдеңіз. 

7. 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∊ ℝ+ үшін  
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑑
+

𝑑

𝑎
≥ 4 орындалатынын дәлелдеңіз. 

8. 𝑥1, … , 𝑥𝑛 > 0 үшін  

 

(𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛) (
1

𝑥1
+

1

𝑥2
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛
) ≥ 𝑛2 

теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңіз. 

9. 𝑎, 𝑏, 𝑐 оң сандары үшін 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 ≥ 𝑎𝑏𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 

теңсіздігін дәлелдеңіз. 

10. 𝑎, 𝑏, 𝑐 оң сандары үшін 

(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎)(𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2) ≥ 9𝑎2𝑏2𝑐2 

теңсіздігін дәлелдеңіз. 

 

11. 𝑎, 𝑏, 𝑐 оң сандар және 
1

1+𝑎
+

1

1+𝑏
+

1

1+𝑐
= 1 болса, 

𝑎𝑏𝑐 ≥ 8 

теңсіздігін дәлелдеңіз. 

 

 

 

 

 


